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Streszczenie

W artykule zaprezentowano metod¢ Poincarégo-Lindstedta pozwalajaca na aproksymacje rozwigzan okre-
sowych rownan rozniczkowych opisujacych nieliniowe obwody elektryczne. Przeprowadzono analizg
doktadnosci rozwigzania uzyskiwanego w wyniku zastosowania opisanej metody. Przedstawiono zastoso-
wanie metody na przyktadzie rOwnania van der Pola, a nastgpnie uzyskane wyniki poréwnano z rozwigza-
niami otrzymanymi na drodze analizy numeryczne;j.
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Abstract

This paper presents the Poincaré-Lindstedt method for approximating periodic solutions of nonlinear
circuit equations. An accuracy analysis is done for an approximation obtained by applying this method. An
application of described method to the van der Pol equation is also covered and the results are compared
with numerical solutions.
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1. Wstep

Jednym z istotnych elementdéw analizy uktadow elektrycznych jest wyznaczanie przebie-
26w okresowych sprowadzajace si¢ do znalezienia okresowego rozwigzania rownania roz-
niczkowego. W przypadku réwnan nieliniowych przy rozwigzywaniu tego problemu moga
pojawic si¢ spore trudnosci. Zagadnienia, w ktdrych analityczne wyznaczenie rozwigzania
nie jest mozliwe, mozna oczywiScie rozwiazac, stosujac metody numeryczne pozwalajace
przybliza¢ poszukiwane rozwigzania, jednak w pewnych przypadkach korzystne okazuje si¢
znalezienie wzoru funkcji bedacej rozwigzaniem rownania lub przyblizajacej to rozwigzanie,
co mozna osiagnaé, wykorzystujac roznorodne techniki analityczne. W niniejszym artykule
opisano jedna z metod perturbacyjnych znana pod nazwa metody Poincarégo-Lindstedta.
Pierwotna wersja czg¢éci materiatu zawartego w artykule zostata zaprezentowana w [8].

Metoda begdaca przedmiotem tej pracy w swojej nazwie taczy nazwiska dwoch matema-
tykow, gdyz opiera si¢ rownoczes$nie na twierdzeniu Henriego Poincarégo oraz na schemacie
postepowania przy rozwigzywaniu rownan rozniczkowych zaproponowanym przez Andersa
Lindstedta. Byta to jedna z pierwszych technik pozwalajacych znalez¢ rozwigzania okresowe
réwnan rozniczkowych, jednak ze wzgledu na trudnos¢ w implementacji i wynikajaca z niej
koniecznos¢ wielokrotnego powtarzania zmudnych operacji matematycznych, zostata zasta-
piona przez metody lepiej dostosowane do mozliwosci prowadzenia obliczen maszynowych.
Wsrod nich powszechnie znane sg metody oparte na szeregach Voltairego, Fouriera, metody
ekstrapolacyjne i metody oparte na cyklach iteracyjnych Newtona [9, 10]. Jednak istnicja
problemy, w ktorych tytutowa metoda nadal pozwala osiagnac jedne z najlepszych wynikow,
zwlaszcza w sytuacjach, w ktorych proste metody perturbacyjne nie radzg sobie z rosngcymi
nieograniczenie sktadnikami wyzszych rzedow. Obecnie, dzigki srodowiskom umozliwia-
jacym dokonywanie obliczen symbolicznych, takim jak Maple, Matlab czy Mathematica,
metoda Poincarégo-Lindstedta moze by¢ z powodzeniem implementowana. Na uwage za-
shuguje przedstawiona w [4, 5] propozycja stworzenia specjalnego pakietu usprawniajgcego
obliczenia symboliczne prowadzone podczas wykonywania kolejnych iteracji.

Metoda Poincarégo-Lindstedta opiera si¢ na nastgpujagcym rozumowaniu: jezeli funkcja
bedaca prawg strong réwnania:

x'(1) = [, x(1), €) O]

gdzie € > 0 jest niewielkim parametrem, rozwija si¢ w szereg potggowy wzgledem &, wow-
czas mozna przypuszczac, ze takze rozwigzanie tego zagadnienia rozwija si¢ w szereg pote-
gowy wzgledem tego parametru — jest to tzw. formalne rozwinigcie rozwiazania. Wstawiajac
to rozwinigcie, zawierajace na poczatku nieznane state, do rownania (1), a nastgpnie po-
réwnujac wspotczynniki przy tych samych potegach €, otrzymuje si¢ szereg potggowy, kto-
ry przy odpowiednich warunkach natozonych na réwnanie jest zbiezny do poszukiwanego
rozwigzania. Wybierajac odpowiednia liczbg¢ poczatkowych wyrazow otrzymanego szeregu,
otrzymuje si¢ wzor funkcji, ktéra moze by¢ dobrym przyblizeniem tego rozwiazania.

W rozdziale 2 niniejszego artykutu zawarto opis metody Poincarégo-Lindstedta dla row-
nan rézniczkowych pewnego typu, ktory opracowany zostat na podstawie [2, 11]. W roz-
dziale 3 zaprezentowano zastosowanie tytutowej metody do analizy przyktadowego obwodu
elektrycznego. Rownanie opisujace ten obwdd, znane jako réwnanie van der Pola, nalezy
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do klasy rownan zwanych oscylatorami relaksacyjnymi. Pod ta nazwa kryja si¢ rownania
o ciekawej wlasnosci — w dziedzinie ich rozwigzan pojawiaja si¢ na zmiang dtugie przedzia-
ty, na ktorych warto$ci rozwigzania zmieniaja si¢ nieznacznie oraz krotkie przedziaty, na
ktérych nastepuja bardzo duze zmiany tych wartoéci. Rownanie van der Pola ma rozwigzanie
okresowe, co umozliwito zastosowanie do jego analizy metody Poincarégo-Lindstedta. Tym
sposobem zostaly wyznaczone przyblizenia poszukiwanego rozwiazania dla réznych warto-
$ci parametrow rownania i z 16zng doktadnoscia, a nastgpnie analitycznie otrzymane wyniki
zostaly porownane z numerycznie wygenerowanymi trajektoriami uktadu.

Wszelkie pojgcia oraz twierdzenia zwigzane z teorig rownan rézniczkowych i uktadow
dynamicznych stosowane w niniejszym artykule zostaty szczegélowo opisane w [6, 7].

2. Metoda Poincarégo-Lindstedta

W niniejszym rozdziale przedstawiono metode Poincarégo-Lindstedta dla réwnan
rézniczkowych w postaci:

x"+x=¢e(f(x,x',€)+hcoswt) 2)

gdzie wszystkie parametry wystepujace w rownaniu sa dodatnie, warto$¢ o jest bliska 1 oraz
spetnione sg zalozenia twierdzenia Poincarégo o rozwijaniu w szereg.
2.1. Wyprowadzenie metody

Latwo zauwazy¢, ze dla € = 0 wszystkie rozwigzania rownania (2) s3 kombinacjami funk-
cji cost 1 sint o okresie 2. Mozna zatem zalozy¢, ze dla matych wartosci € istnieje rozwia-
zanie okresowe tego rownania o okresie 2n/m. Po wprowadzeniu nowej zmiennej czasowej
T zdefiniowanej wzorem:

T =t 3)

oraz parametru y zaleznego od €, opisanego zalezno$cia:

o’ =1-gy 4)
réwnanie (2) przyjmuje postac:
x"+x=¢gg(x,x',1,8,y) %)
gdzie:
g0x, X', 1,8, 9) = x+ (1-eB)(f (x, (1-B) "> x', &) + hcos(t - ) (6)
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Z powyzszych rozwazan wynika, ze poszukiwane rozwigzanie okresowe rownania (2),
bedace funkcja zmiennej ¢ o okresie 2m/®, jest tozsame z rozwigzaniem okresowym réwna-
nia (5), bedacym funkcja zmiennej t o okresie 27. Zatem wyjsciowy problem sprowadza si¢
do znalezienia 2m-okresowego rozwigzania rownania (5). Mozna przyjac, ze rozwiazanie to
spetnia warunki poczatkowe:

x(0)=a(e), x'(0)=0 O]

przy czym a(e) jest nieznane, a poprawnos$¢ drugiego warunku wynika z faktu, ze pierw-
sza pochodna dowolnego nietrywialnego rozwigzania okresowego znika przynajmniej dla
dwoch argumentow w kazdym okresie. Korzystajac z metody uzmienniania statych, wyka-
za¢ mozna, ze poszukiwane rozwigzanie spetnia ponizsze rownania calkowe:

x(t)=a(e)cost+ g‘r[ sin(t—u)g(x(u), x'(u), u, €, y)du 8)
0

x'(t) =—a(e)sint+ &:JE cos(t—u)g(x(u), x'(u), u, &, y)du )

przy czym roéwnanie (9) otrzymano przez zréozniczkowanie stronami rownania (8). Po wsta-
wieniu powyzszych zaleznosci do warunkow 2mn-okresowosci:

x(t)=x(t+2m), x'(1)=x"(t+2n) (10)

otrzymujemy dwa niezalezne warunki konieczne 2n-okresowosci rozwigzania rownania (5):

fsin ug(x(u), x'(u), u, &, y)du=0 (11
2Jpcos ug(x(u), x'(u), u, &, y)du=0 (12)

Poszukiwane rozwigzanie x(t) zagadnienia (5) zalezy od wartosci €, a(e) oraz y(e). Za-
uwazyliSmy wczesniej, ze dla € = 0 wszystkie rozwigzania tego zagadnienia sg 2m-okresowe.
Oznacza to, ze dla ¢ = 0, a(0) 1 y(0) spetnione sg warunki (11) i (12), co przy oznaczeniu
lewych stron tych rownan odpowiednio przez f (e, a, y) oraz f (e, a, y) mozna zapisa¢ za
pomoca rownosci:

11(0,a(0), w(0)) =0,  £,(0,a(0), y(0)) =0 (13)

Z (13) oraz twierdzenia o funkcji uwiktanej wynika, ze funkcje a(e) oraz y(g) sa okreslone
jednoznacznie w pewnym otoczeniu € = 0, o ile zachodzi warunek:

Publikacja objeta jest prawem autorskim. Wszelkie prawa zastrzezone. Kopiowanie i rozpowszechnianie zabronione.
Publikacja przeznaczona jedynie dla klientéw indywidualnych. Zakaz rozpowszechniania i udostepniania w serwisach bibliotecznych.
http://www.ejournals.eu/Czasopismo-Techniczne/



131

of 1r)
o(a, y)

Woéweczas istnieje rozwigzanie 2n-okresowe rownania (5) o rozwinigciu:

(0,a(0), y(0)) # 0 (14)

x(t) =a(0) cosr+i£"yn(t) (15)

n=l1

gdzie y, sa 2m-okresowymi funkcjami zmiennej 1. Ponadto funkcje a(e) oraz y(¢) rozwijaja
si¢ w szeregi potegowe zgodnie ze wzorami:

a(e)=Ye"a,, y(e)=3 ey, (16)
n=0

n=0
przy czym tatwo zauwazy¢, ze a, = a(0) oraz y, = y(0).

2.2. Stosowanie metody

W praktyce, w celu zastosowania metody Poincarégo-Lindstedta, bez sprawdzania
warunku (14) zaktada sie, ze x, a i y rozwijaja si¢ w przedstawione w (15) i (16) szeregi. Po
wstawieniu tych rozwinie¢ do rownania (5) wystarczy porowna¢ wyrazy przy odpowiednich
potegach ¢, otrzymujac przy kazdym poréwnaniu réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
W postaci:

Yo+ ¥, = (T, dgs Vs oo Vo) (17)
z warunkami poczatkowymi
v,(0)=a,, v,(0)=0 (18)

Nieznane parametry wystepujace w powyzszym zagadnieniu znajduje si¢, nakladajac na
nie warunki 2m-okresowosci wyznaczone w podobny sposob jak dla zagadnienia (5). Po
znalezieniu przyblizenia rozwiazania x(t) z zadana dokladnoscig, nalezy powroci¢ do
wyjsciowej zmiennej ¢ zgodnie ze wzorem (3).

2.3. Doktadno$¢ metody

Z zalezno$ci (4) wynika, ze ® rozwija si¢ W szereg potegowy zbiezny w pewnym
otoczeniu ¢ zgodnie ze wzorem:

o=1+Y¢o, (19)
n=1
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Przy oznaczeniach

N N
xy()=a,cost+ Y €'y, (1), Ty :(1+Za"mnjt (20)
n=0

n=1
przyblizenie rozwigzania okresowego x(t) rownania (5) uzyskane po M iteracjach metody

Poincarégo-Lindstedta, w ktorych zmienna t przyblizona zostata za pomocg zmiennej t,,
oznaczy¢ mozna symbolem x, (1, ). Prawdziwa jest ponizsza nier6wnosc:

"x(T) - xM(TN)" < ”x(T) - x(TN)” + "x(TN) — Xy (TN)” (21)

Z ciaglosci i rozniczkowalnosci funkcji x(t), bedacej rozwigzaniem rownania (5) wynika, ze
dla niewielkich wartosci € spetnia ona warunek Lipschitza z pewna dodatnig statg L. Stad:

[x(0) = x(ry )| < Llt—1y|=L i g'w,|t=0("""1) (22)
n=N+l
Ponadto:
[x(ti)—x, (e =] X €™y, (ty)|=0E"") (23)
n=M+1

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze prawdziwe jest oszacowanie:
() = 2, (20| = O™ )+ O (24)
a w szczegolnosci dla M = N:
[x(0)=xy(ty)|=0E"") dla 0<¢<T (25)

gdzie T oznacza dlugos$¢ okresu rozwigzania x(t). W celu wydtuzenia (dla € < 1) przedzia-
hu, na ktérym powyzsze oszacowanie jest prawdziwe, nalezy zmniejszy¢ warto$¢ statej M
wzgledem N dla przyblizenia x, (t,). Dla M = N — 1 oraz M = N — 2 prawdziwe sa zaleznosci:

[x(0)—xy_ (ty)]|=0(") dla 0<er<T (26)

[x(0) = xy_,(ty)|=0("") dla 0<e’<T 27)
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3. Przyklad zastosowania

Ponizej przedstawiono zastosowanie metody opisanej w rozdziale 2 do analizy obwodu
elektrycznego, ktorego schemat znajduje si¢ na rys. 1. Obwodd ten zostat dobrany tak, by
W przejrzysty sposob zaprezentowaé na jego przyktadzie opisang metodg.

p— , Q)

Yic yio it Ai = |gsin(wt)

Rys. 1. Obwad elektryczny opisany rownaniem van der Pola

Fig. 1. An electrical circuit for the van der Pol equation

Wybrany obwdd sktada si¢ ze zrodia pradu sinusoidalnego o amplitudzie 7, i pulsacji
oraz potgczonych rownolegle kondensatora o pojemnosci C, cewki o indukcyjnosci L oraz
diody tunelowej, ktorej charakterystyke dobrze przybliza funkcja:

i, (1) = our’ (1) = Bu(?) (28)
gdzie a i B s3 dodatnimi statymi. Réwnanie opisujgce ten obwod ma zatem postac:

d’;’](t) +ow (t) Bu(t) +— I udt = Io sin o¢ (29)

Po zréozniczkowaniu stronami réwnania (29) i dokonaniu zamiany zmiennych zgodnie ze
wzorami:

f=—n, x()=u(@) %‘" (30)
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Rownanie to mozna zapisa¢ w postaci:

x"+x:\/§B(1—x2)x’+IOLoo ’%cosm LCt (31)

Po wprowadzeniu trzech parametrow:

w= éB, h:IOL"’B— ”32@“ ®=oCL (32)

réwnanie (31) przyjmuje postac:
x"+x=p((1—-x")x"+hcos®dr) (33)

Otrzymane rownanie nosi nazw¢ rownania van der Pola, a jego analiza przeprowadzona
w [1, 3] pozwala stwierdzi¢, ze dla dodatnich warto$ci parametrow p, # i @ posiada ono
doktadnie jedno nietrywialne, stabilne rozwigzanie okresowe. Ze wzgledu na postaé rownania
(33), mozliwe jest zastosowanie do niego metody Poincarégo-Lindstedta.

Analogicznie do rozumowania przeprowadzonego w rozdziale 2, w pierwszej kolejnosci
nalezy wprowadzi¢ do rownania (33) stata B oraz zmienne v i 1, spetniajace zaleznosci:

T=0f, O =l-py (34)
w wyniku czego przyjmuje ono postac:

x"+x = p(Bx+ (1= pp)" (1= x")x" + h(1 - pp) cos(t — y)) (35)
Po natozeniu warunkow poczatkowych opisanych rowno$ciami:
x(0)=a(w), x'(0)=0 (36)

oraz zastgpieniu zmiennych a, ¥ i T ich rozwinigciami w szeregi potegowe wzgledem p:

a(®)= Y W'a, v =YWy, (1)=al0)cos T+ YK, () (37)

n=0 n=1

w rownaniu (35) pojawiajg si¢ niewygodne wyrazenia:

a—wﬁicm@—iw%] (38)

n=0
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ktore w celu ulatwienia dalszej analizy mozna rozwinaé w szeregi Maclaurina zgodnie
ze wzorami:

11 1
A=) =1-—y-=y"-

3
Sy 39
278" T16” )

. 1 1 .
cos(c—y) :costrysmc—Ey2 cosc—gy3 sinc+..., (40)

otrzymujac rownanie rownowazne (35), w ktérym wystepuja potegi pu o wyktadnikach wy-
Iacznie catkowitych. Nastgpnym etapem jest porownanie wyrazéw wystepujacych przy ko-
lejnych potggach p w tym réwnaniu. Wynikiem poréwnania wyrazow przy pierwszej potedze
W jest rownanie:

Y/ +7v, =Ba, cost—a,(1—a; cos’ t)sint+hcos(T—y,) (41)
ktére po skorzystaniu ze wzoru na cosinus rdéznicy katdéw mozna zapisaé w postaci:
Y/ +7v, =Ba, cost—a,(1—ag cos’ 1)sinT+hcosTcos\y, + hsintsiny, (42)

Wyznaczone analogicznie do (11), (12) warunki 2m-okresowosci rozwigzania powyzszego
réwnania majg posta¢ uktadu réwnan:

|
(=)

—a +la3+hsin
0T % Vo (43)

|
S

Ba, +hcosy,

z ktdrego wyznaczy¢ mozna state a; iy, o ile jakobian tego ukfadu jest niezerowy. W prze-
ciwnym wypadku mozna jedynie zastapi¢ jedng ze statych funkcja drugiej z nich, natomiast
ich konkretne warto$ci wyznaczone zostang w kolejnych iteracjach. W wigkszosci przypad-
kéw uktad (43) jest trudny lub niemozliwy do rozwigzania w sposob analityczny, nalezy
wigc, korzystajac z metod numerycznych, wyznaczy¢ poszukiwane state z zadang doktad-
noscia. Jesli rozwazany jakobian jest niezerowy, to otrzymane przyblizenie poszukiwanego
rozwigzania okresowego ma postac:

x(t)=aycos(wt+y,)+O0(n) dla 0<¢<T (44)

W celu znalezienia kolejnego wyrazu rozwinigcia funkcji x(t), nalezy wstawi¢ do rownania
(42) otrzymane warto$ci a, iy, a nastepnie, naktadajac na nie warunki poczatkowe w postaci:

11(0)=a, v1(0)=0 (45)
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rozwigza¢ to rownanie. Rozwigzaniem jest funkcja y,(t), we wzorze ktorej wystepuje nie-
znana stafa a,. Zwigkszenie doktadnosci rozwinigcia w szereg statej y powoduje pojawienie
si¢ kolejnej nieznanej statej . Obie stale zostaja wyznaczone przez natozenie warunkow
2m-okresowosci na rozwigzanie rownania otrzymanego w wyniku poréwnania wyrazow roz-
wazanego rownania wystepujacych przy p®. Jesli state daja si¢ wyznaczy¢, tj. jesli odpo-
wiedni jakobian nie zeruje sig, to poszukiwane rozwigzanie okresowe mozna opisa¢ wzorem:

x(1) = a, cos(ot +y, +py,) + 7, (ot +y, +py ) +0W’) dla 0<<T (46)

Kontynuujac to postepowanie, mozna przybliza¢ poszukiwane rozwigzanie x(¢) z coraz wigk-
sza doktadnoscia.

Ponizej przedstawiono rezultaty otrzymane w wyniku implementacji metody do rownania
(33) z r6znymi warto$ciami parametrow. Obliczono przyblizenia rozwigzania okresowego
z doktadnos$cia O(p) oraz O(p?). Uktady rownan algebraicznych odpowiadajace warunkom
2m-okresowosci zostaty rozwigzane numerycznie z doktadnoscia do dziesigciu cyfr za pomo-
cg programu Maple 10. Narys. 2 i 3 przedstawiono rzuty wyznaczonych przyblizen X(f) po-
szukiwanego rozwigzania na ptaszczyzng¢ fazowa oraz numerycznie wygenerowane trajek-
torie rownania (33) startujace z punktu o wspotrzednych (%(0), X'(0)) . Przesunigcie w fazie
miegdzy rozwigzaniem a jego przyblizeniem oczywiscie ro$nie wraz ze wzrostem ¢. Szczegoto-
wa analiza przeprowadzona w rozdziale 2 pokazuje, w jakim przedziale czasowym powyzsze
oszacowania sg prawdziwe oraz w jaki sposob zwickszy¢ dtugos¢ tego przedziatu, dlatego
zrezygnowano z zestawienia wykresow rozwigzania i jego przyblizenia w plaszczyznie (¢, x).

——— analityczne przyblizenie rozwigzania analityczne przyblizenie rozwigzania

trajektoria wygenerowana numerycznie

trajektoria wygenerowana numerycznie

Rys. 2. Zestawienie otrzymanych przyblizen rozwigzan rownania (33), obliczonych z doktadnoscia
odpowiednio O(p) i O(1?), z wygenerowanymi numerycznie trajektoriami okresowymi
réwnania (33)

Fig. 2. The approximate solutions of the equation (33) calculated with O(p) (left figure) and O(u?)
(right figure) and numerically generated realizations of an orbit of the equation (33)
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analityczne przyblizenie rozwigzania

analityczne przyblizenie rozwigzania

trajektoria wygenerowana numerycznie trajektoria wygenerowana numerycznie
Rys. 3. Rzut na plaszczyzne fazowa przyblizonego rozwigzania réwnania (33) obliczonego z do-
ktadnosciag O(p?) (ciemna linia) oraz wygenerowana numerycznie trajektoria rownania (33)
(jasna linia)

Fig. 3. An approximate solution of the equation (33), calculated with O(u?) (dark line) and
numerically generated realization of an orbit of the equation (33) (bright line)

4. Whnioski

W niniejszym artykule przedstawiona zostata metoda Poincarégo-Lindstedta, pozwalajaca
wyznacza¢ przyblizenia rozwigzan okresowych réwnan rézniczkowych w postaci sumy
pewnej liczby poczatkowych wyrazéw zbieznego szeregu potggowego. Zaprezentowano
stosowanie metody oraz wyznaczono jej dokladno$¢ przy poszukiwaniu okresowych
rozwigzan rownan rézniczkowych w postaci (2). Przedstawiono takze rownanie modelujace
przyktadowy uktad elektryczny i dokonano jego analizy za pomocg metody Poincarégo-
Lindstedta. Nastepnie wyniki otrzymane analitycznie zestawiono z numerycznymi
symulacjami przeprowadzonymi w srodowisku Maple 10, otrzymujac bardzo duza zgodnos¢.
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